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Algebra [II. Examen IX

Ejercicio 1. Sea o = V2+ 32 e R, se pide:
a) Probar que Q(a) = Q(v/2,v?2).
b) Calcular Irr(a, Q).
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Algebra [II. Examen IX

Ejercicio 1. Sea o = V2+ 32 e R, se pide:

a)

Probar que Q(a) = Q(v/2, v/2).

Tenemos que:
f’/i:a—\/§:>2:a3—3a2\/§+3a(\/§)2—(\/§)3
= a® —3a*V2 + 60 — 2V/2
= o’ + 6a — (3a% +2)V2
con lo que:

o + 6a — 2
2=
V2 Tz € Q@

Como /2 = a — v/2, tenemos entonces que v/2 € Q(a). Asi, tenemos que:
Q(a) = Q(V2,V2) = Q(V2)(v2)
Calcular Irr(o, Q).

Probamos a calcular primero [Q(«) : Q]. El Lema de la Torre nos dice que:

[Q(e) : Q) = [Q(e) : Q(V2)][Q(V2) : Q]
= [Q(V/2): Q] =3 ya que Irr(v/2,Q) = 2 — 2 es irreducible por Eisenstein
para p = 2.
= [Q(a) : Q(v/2)] < 2 ya que V2 es raiz de x2 — 2. Notemos que no es
directo ver si este polinomio es irreducible o no, puesto que no tenemos

garantizado que v/2 ¢ Q(v/2).
Por otro lado, también tenemos por el Lema de la Torre que:
[Q(e) : @ = [Qe) : QV2)[Q(V) : Q)
= [Q(v2): Q] =2 ya que Irr(v/2,Q) = 2> — 2 es irreducible por Eisenstein
para p = 2.
= [Q(a) : Q(v2)] < 3 ya que V2 es raiz de 2* — 2. Notemos que no es

directo ver si este polinomio es irreducible o no, puesto que no tenemos

garantizado que v/2 ¢ Q(v/2).

Por tanto, tenemos que [Q(«) : Q] es multiplo de 2 y de 3, y ademds es menor
o igual que 6. Por tanto, [Q(«) : Q] = 6. Para terminar, tenemos que:

o’ +60—2=12(30242) = (&®+6a)>+4—4(a’+6a) = 2(9a* +120% +4)
= o’ + 120" + 360% + 4 — 40° — 24a = 18" + 240* + 8
— o’ —6a’ — 40’ + 120% — 240 — 4 =0
Por tanto, tomando f = z® — 62* — 423 + 122% — 24z — 4 € Q|z], tenemos
que f(a) = 0, por lo que f es un multiplo de Irr(a, Q). Como deg f = 6 =

[Q(a) : Q] = degIrr(a, Q), y ambos son ménicos, tenemos que f = Irr(a, Q).
En definitiva:

Trr(vV2 + v2,Q) = 25 — 62 — 4a® 4+ 1227 — 242 — 4
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