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Álgebra III

Examen IX

Los Del DGIIM, losdeldgiim.github.io

Arturo Olivares Martos

Granada, 2026

Asignatura Álgebra III.

Curso Académico 2025/26.

Grado Doble Grado en Ingenieŕıa Informática y Matemáticas.
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Álgebra III. Examen IX

Ejercicio 1. Sea α =
√
2 + 3

√
2 ∈ R, se pide:

a) Probar que Q(α) = Q(
√
2, 3
√
2).

b) Calcular Irr(α,Q).
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Álgebra III. Examen IX

Ejercicio 1. Sea α =
√
2 + 3

√
2 ∈ R, se pide:

a) Probar que Q(α) = Q(
√
2, 3
√
2).

Tenemos que:

3
√
2 = α−

√
2 =⇒ 2 = α3 − 3α2

√
2 + 3α(

√
2)

2
− (

√
2)

3

= α3 − 3α2
√
2 + 6α− 2

√
2

= α3 + 6α− (3α2 + 2)
√
2

con lo que:
√
2 =

α3 + 6α− 2

3α2 + 2
∈ Q(α)

Como 3
√
2 = α−

√
2, tenemos entonces que 3

√
2 ∈ Q(α). Aśı, tenemos que:

Q(α) = Q(
√
2,

3
√
2) = Q(

3
√
2)(

√
2)

b) Calcular Irr(α,Q).

Probamos a calcular primero [Q(α) : Q]. El Lema de la Torre nos dice que:

[Q(α) : Q] = [Q(α) : Q(
3
√
2)][Q(

3
√
2) : Q]

[Q( 3
√
2) : Q] = 3 ya que Irr( 3

√
2,Q) = x3 − 2 es irreducible por Eisenstein

para p = 2.

[Q(α) : Q( 3
√
2)] ⩽ 2 ya que

√
2 es ráız de x2 − 2. Notemos que no es

directo ver si este polinomio es irreducible o no, puesto que no tenemos
garantizado que

√
2 /∈ Q( 3

√
2).

Por otro lado, también tenemos por el Lema de la Torre que:

[Q(α) : Q] = [Q(α) : Q(
√
2)][Q(

√
2) : Q]

[Q(
√
2) : Q] = 2 ya que Irr(

√
2,Q) = x2 − 2 es irreducible por Eisenstein

para p = 2.

[Q(α) : Q(
√
2)] ⩽ 3 ya que 3

√
2 es ráız de x3 − 2. Notemos que no es

directo ver si este polinomio es irreducible o no, puesto que no tenemos
garantizado que 3

√
2 /∈ Q(

√
2).

Por tanto, tenemos que [Q(α) : Q] es múltiplo de 2 y de 3, y además es menor
o igual que 6. Por tanto, [Q(α) : Q] = 6. Para terminar, tenemos que:

α3+6α−2 =
√
2(3α2+2) =⇒ (α3+6α)2+4−4(α3+6α) = 2(9α4+12α2+4)

=⇒ α6 + 12α4 + 36α2 + 4− 4α3 − 24α = 18α4 + 24α2 + 8

=⇒ α6 − 6α4 − 4α3 + 12α2 − 24α− 4 = 0

Por tanto, tomando f = x6 − 6x4 − 4x3 + 12x2 − 24x − 4 ∈ Q[x], tenemos
que f(α) = 0, por lo que f es un múltiplo de Irr(α,Q). Como deg f = 6 =
[Q(α) : Q] = deg Irr(α,Q), y ambos son mónicos, tenemos que f = Irr(α,Q).
En definitiva:

Irr(
√
2 +

3
√
2,Q) = x6 − 6x4 − 4x3 + 12x2 − 24x− 4
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